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ABSTRACT 
It is well known that if A is a semilocal ring, there exists a one to one correspondence between the 
set of signatures of A and the set of minimal prime ideals of the bilinear Witt ring W(A). We show 
that this correspondence also holds if A is an LG-ring. Moreover, there exists a one to one corre- 
spondence between the set of minimal prime ideals of W(A) and the set of maximal orders of A, if A 
is an LG-ring such that IA/MI 2 3 for every maximal ideal M of A. Finally, these correspondences 
are homeomorphisms for convenient topologies. 
In the last section, we study the behaviour of bilinear and quadratic Witt rings by Galois exten- 
sions in the case where the base ring is a LG-ring. This question was quoted by M. Knebusch, 
A. Rosenberg and R. Ware for bilinear Witt rings (cf. [6], Proposition 5.11) in the semilocal case and 
by R. Baeza (cf. [1], Chapter V, Theorem 11.1) also in the semilocal case for both bilinear and 
quadratic Witt rings. But it seems to us that Baeza’s proof presents a gap and we give here the 
solution in the case of LG-rings. 
Si A est un anneau semi-local, on sait qu’il existe une bijection entre l’ensemble 
des signatures de A et celui des ideaux premiers minimaux de l’anneau de Witt 
bilineaires W(A). Nous montrons ici que cette bijection subsiste si A est un LG- 
anneau. De plus, si A est un LG-anneau verifiant IA/MI 2 3 pour tout ideal 
maximal M de A, il existe une bijection entre l’ensemble des ideaux premiers 
minimaux de W(A) et l’ensemble des ordres maximaux de A. Finalement, ces 
bijections sont des homeomorphismes pour des topologies convenables. 
* Supported by FAPESP (Proc. 91/0462-3), CAPES (N.Ref.DIA.: 723191) and ICMSC-USP, 
Sao Carlos, Brazil. 
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Dans la derniere partie, nous etudions le comportement des anneaux de Witt 
bilineaire et quadratique par des extensions de Galois dans le cas oti l’anneau 
de base est un LG-anneau. Cette question a CtC etudiee par M. Knebusch, 
A. Rosenberg et R. Ware pour l’anneau de Witt bilineaire et par R. Baeza pour 
les anneaux de Witt bilineaire et quadratique dans le cas oti I’anneau de base est 
semilocal. Suite a une lacune dans une demonstration de Baeza, nous avons 
repris la question et cela dans le cadre des LG-anneaux. 
1. PRi.ZLIMINAIRE.3 
Soient A un anneau commutatif a Clement unite et W(A) I’anneau de Witt bili- 
neaire de A (cf. [l]). Si A’ designe le groupe multiplicatif des elements in- 
versibles de A, on notera (a) l’image d’un element a de A* par le morphisme 
canonique A* + A*/A**. De plus, si a est un element de A*, on designera en- 
core par (u) I’image d’un element (a) de A*/A** par le morphisme surjectif ca- 
nonique d’anneaux Z[A*/A*2] + W(A). 
Si A est un anneau commutatif a Clement unite, A est dit un LG-anneau s’il 
verifie le principal local-global suivant: tout polynome de A[Xl, . . . , Xn] (n 2 1 
un entier quelconque) qui represente un element inversible dans l’anneau local 
Ap pour tout ideal premier P de A, represente aussi un element inversible dans 
A. Parmi les exemples de LG-anneaux on trouve les anneaux locaux, semi- 
locaux et plus generalement les anneaux dont le quotient par le radical de 
Jacobson est absolument plat; si A est un LG-anneau, il en est de m&me de 
l’anneau des series formelles A&Y]], tout anneau regulier au sens de Von 
Neumann et commutatif est un LG-anneau (cf. [3]). On sait que tout module 
projectif de type fini et rang constant sur un LG-anneau est libre (cf. [4] et [12]) 
et, d’autre part, tout espace bilineaire non singulier de rang fini et propre sur un 
LG-anneau admet une base orthogonale (cf. [4], Theorem 7.3 (ii)). 
Rappelons qu’un espace bilineaire non singulier (M, b) sur un anneau com- 
mutatif A g element unite est propre si l’idtal de A engendre par l’ensemble 
{b(x, x) 1 x E M} coincide avec A. Dans le cas contraire on dira que l’espace st 
impropre. 
Thkorkme 1.1. Soit A un LG-anneuu. L’anneau de Witt W(A) est additivement 
engendrP par l’ensemble {(a) 1 a E A*} vPriJant les conditions suivuntes : (i) 
(aA2) = (a), q ue s 1 q uesoient a, Xduns A*; (ii) (a,) + . . . + (a,) = (c,) + . + (cn) 
si et seulement si (al,. . . , a,) N (cl,. . , c,,) (isomdtrie dkspaces bilintuires); (iii) 
(a) + (-u) = Op our tout a duns A*; (iv) (a) + (c) = (a + c) + (ac(u + c)), quels 
que soient u,c duns A* tels que a + c soit duns A*; (v) (a)(c) = (ac), quels que 
soient a,c duns A*. 
En effet, pour montrer que (i), (ii), (iii) et (v) se verifient dans W(A), il suffit 
d’observer que W(A) = Z[A*/A**]/K oti K est l’idial de l’algebre de groupe 
Z[A*/A**] additivement engendre par les elements de la forme 
CYZl (ai) - CYZI (ci), P our un entier n convenable, tels que (al,. . . , a,) N 
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(Cl,. . . , c,) et l’tlement (1) + (- 1). Pour demontrer (iv), on procede comme 
dans le cas ou l’anneau de base est semi-local (cf. [l], Chapter I, Proposition 
3.2). 
2. SIGNATURES ET IDiAUX PREMIERS 
Une signature dun anneau commutatif A a element unite est un morphisme 
d’anneaux 0 : W(A) -+ Z. Soit Sig(A) l’ensemble, Cventuellement vide, des sig- 
natures de A. L’application Z + W(A) definie par n H n(1) est un morphisme 
d’anneaux et il est injectif si Sig(A) # 0. Dans ce cas, nous identifierons Z 1 son 
image dans W(A) et nZ, pour un entier n donne, designera alors le sousgroupe 
abelien de W(A) engendre par n( 1). Si, maintenant, r~ est une signature de A et 
n 2 1 un nombre entier, on posera P, = Ker(o) et P,,, = nZ + P,. De plus, si 
d : W(A) + Z/22 est la fonction dimension module 2, on notera Z(A) le noyau 
de d. Compte tenu du fait que tout ideal premier d’un anneau de Witt est soit 
minimal soit maximal, les deux resultats suivants caracterisent les ideaux pre- 
miers dans un anneau de Witt. 
Proposition 2.1. Soit A un LG-anneau et supposons que Sig(A) # 0. Alors: (i) les 
P, avec u duns Sig(A) sont les ideaux premiers minimaux de W(A); (ii) les PC.r 
avec adans Sig(A) etp un nornbrepremier impair et I(A) sont les ideauxpremiers 
maximaux de W(A); (iii) chaque Pg,r contient un unique idealpremier minimal, a 
savoir, l’ideal P,; (iv) I’ideal I(A) contient tous les ideauxpremiers minimaux de 
W(A). 
Dans le cas ou l’ensemble des signatures est vide, la situation est essentielle- 
ment differente. a savoir: 
Proposition 2.2. Si A est un LG-anneau, les conditions suivantes sont Pquiva- 
lentes: (i) Sig(A) = 0; (“) ‘1 11 I existe un nombre entier n 2 1 tel que 2” W(A) = (0). 
Les demonstrations de ces deux propositions sont analogues a celles ou l’an- 
neau de base est semi-local (cf. [8]). 
3. SIGNATURES ET ORDRES 
Si A est un anneau commutatif a element unite, on dira qu’une partie P de A est 
un ordre de A si les conditions suivantes sont v&i&es: P + P c P, PP c P, 
PUP=A,Pn-P=PestunidttalpremierdeAo~-P={xlx~A,-x~P}. 
On dira que l’ideal P est le support de l’ordre P. On remarque que pour tout 
ordrePdeAonaA*cP. 
On dira qu’un ordre P de A est maximal si P est maximal pour la relation 
d’ordre dtfinie par inclusion, c’est-a-dire, si la condition P c P’, ou P’ est un 
ordre de A, entraine P = P’. Notons p(A) l’ensemble des ordres maximaux de A. 
Nous savons (Proposition 2.2) que si A est un LG-anneau tel que Sig(A) # 0, 
il existe une bijection entre l’ensemble Sig(A) et l’ensemble Min( W(A)) des 
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ideaux premiers minimaux de l’anneau de Witt W(A). Par la suite nous de- 
montrerons que si A est un LG-anneau convenable, il existe une bijection entre 
I’ensemble S&(A) et un sous-ensemble de l’ensemble des ordres de A et, pour ce 
faire, on commencera par construire un ordre de A a partir d’une signature de 
A. 
Rappelons alors le lemme suivant, bien connu, dont la demonstration est 
analogue a celle du cas semi-local (cf. [8]): 
Lemma 3.1. Soit A un LG-anneau ou un anneau sur lequel tout espace bilineaire 
propre admet une base orthogonale. Pour toute signature o de A on a: (i) 
a((-1)) = -1; (ii) sial,. . . , a,, sont des elements de A* tels que a( (al)) = . . = 
CT( (a,)) = 1 et si Xl,. . . , A, sont des elements de A tels que a = Xf al + . . -t Xi a,, 
soit duns A*, afors o((a)) = 1. 
Pour toute signature (T d’un anneau commutatif A g element unite, considerons 
les ensembles r(a) = {a ) a E A*, a((a)) = I} et Q(O) I’ensemble des elements 
de A de la forme al + Xi a2 + . . . +Xia,EA avec a;ET(a),l<i<n et 
JIjEA,2<j<n. 
Le fait que (T soit un morphisme d’anneaux nous montre que pour tout 
a E T(o) on a aussi a-’ E r(o). De plus, Q(fl)Q(a) c Q(4 et Q(a)(-Q(4) c 
-Q(c) oii -Q(a) = {a ) a E A, -a E Q(o)}. Par ailleurs, T(a) c Q(c) et 
Q(a) n A* = T(o). 
Proposition 3.2. Soit A un LG-anneau ou un anneau commutattj’a element unite 
sur lequel tout espace bilineaire propre admet une base orthogonale. Pour toute 
signature ode A on a Q(o) n (-Q(o)) = 0. 
En effet, supposons qu’il existe une Cgalite du type 
al+X~a2+,...+X~a,= -(c1+&2+...+&,), 
oti les ai et ci sont dans T(a) et les Xj et les pj sont dans A. 
Alors le A-module V = (al,. ,a,, cl,. . , c,) est isotrope done il existe un 
A-module projectif V’ de type fini et rang constant tel que I’on ait [V] = [V’] 
dans W(A) avec rg( V’) < rg( V) = m + n, oti rg designe le rang. Comme 
o([V’]) = 0([V]) = m+ n et comme pour tout A-module bilineaire V’ on a 
~([v’l) 5 rg(v’), ceci nous conduit a une contradiction. La proposition est 
ainsi demontree. 
Lemma 3.3. Soient A un LG-anneau et o une signature de A. Si x, y sont deux 
elements de A tels que x + y E Q(o), alors x E Q(o) ou y E Q(o). 
Supposonsquex+y=ai+X~a2+... +Xia,oulesXjsontdansA,2<j<n 
et que ai sont dans T(c), 1 5 i 5 n. En Cchangeant x par a;‘x et y par a;‘y on 
peut supposer que al = 1. 
11 existe alors des elements <, n dans A tels que c = t2 + n2 soit dans T(O) et 
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c’y - <’ dans A’. En effet, comme A est un LG-anneau, il suffit de voir que le 
polynbme (X2 + Y2)((~l- 1)X2 +yY2), en les indeterminees X et Y, 
represente un Clement inversible de A. Comme l’tlement z = c-’ 
(cy - (2) = y - c2c-’ est dans A* necessairement z E r(a) ou -z E r(a). Si 
z E r(a) alors y = z + t2c-’ est dans Q(g) et si -z E r(a) on a 
x= -y+cc-1 +X:a2+...+X~a,=-z+772C-‘+X:u2+...+X~an 
done x E Q(g). Ceci acheve la demonstration du lemme. 
Pour un anneau commutatif A a Clement unite et pour toute signature 0 de A, 
on pose P(g) = A \ (Q(g) u -Q(g)). 11 est facile de voir que P(U) = -P(g) et 
que Q(g) + PC4 = Q(4 P our toute signature 0 de A. 
Proposition 3.4. Soit A un LG-anneau tel que IA/Ml 2 3 pour tout idkal ma- 
ximal M de A. Pour tout signature CT de A, P(u) est un idgalpremier de A. 
Montrons, tout d’abord, que P(g) est un ideal de A. En effet, si x, y sont deux 
elements de P(g) on a x $ Q(U) et y $ Q(g) done x + y $ Q(g). Si l’on avait 
x + y E -Q(g) necessairement -x E Q( cr ou -y E Q(o), absurde car x, y sont )
dans P(cr) et P(U) = -P(g). C eci nous dit que x +y $ -Q(o) done que 
x + y E P(g). On a ainsi montre que P(g) est un sous-groupe additif de A. 
Montrons maintenant que AP(cr) c P(v). Comme A = Q(O) U -Q(o) U 
P(o) (reunion disjointe), il suffira, pour cela, de demontre que Q(cT)P(~) c P(o), 
-Q(g)P(g) c P(c) et que P(,)P(,) c P(o). Or, si a E r(a) alors aQ(a) = Qa). 
4-Q(~)) = -Q(a) d oncaP(o)=P(a)etsix=ai+X~a2+...+X~a,estun 
element de Q(a), pour montrer que xP(,) c P(c), il suffira de montrer que 
A2P(a) c P(c) p our tout X dans A. 
On sait, puisque A est un LG-anneau tel que IA/M\ 2 3 pour tout ideal 
maximal M de A, que itant donne X E A, il existe un element p E A* tel que 
A2 + p E A*. Done, pour tout y dans P(g) on a (A2 + p)v E P(g) et py E P(cT) 
ce qui entraine que A2y E P(g). On a done Q(c~)P(cr) c P(c) et comme 
P(0) = -P(0), 1 a ors -Q(c~)P(fl) c P(g). Finalement, si x,y E P(g), on voit 
que 1 + x E Q(c) + P(o) = Q(g) done (1 + x)j~ E P(o) et comme -y E 
-P(cr) = P(cr), l’identite xy = (1 + X)JJ - y nous dit que XL’ E P(g). On a ainsi 
montre que P(g) est un ideal de A. 
Pour montrer que P(g) est un ideal premier de A, il suffit de remarquer que 
Q(g) u -Q(n) =A\‘73 CJ es une partie multiplicativement stable de A. Ceci 1 t 
acheve la demonstration de la proposition. 
Nous dirons que P(c) est l’ideal premier de A associk i la signature g. On 
pourra alors definir un ordre P(c) de A en posant P(O) = Q(a) UP(o). 
I1 est facile de voir que P(D) est un ordre de A de support P(g). En effet, la 
condition P(a) + P(o) c P( ) CT suit du fait que P(c) est un ideal premier de A 
verifiant Q(a) + P(a) = Q(o), 1 es conditions P(,)P(u) c P(g) et P(O) U 
-P(a) = A sont immediates et P(cr) n -P(g) = P(o) est un ideal premier de A. 
De plus, P(O) est un ordre maximal de A. En effet, supposons qu’il existe un 
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ordre P de A tel que P(a) c P et P(F) #P. 11 existe alors un element x E P tel 
que x $ P(a). Done x E -Q(a) c -P(O) c -P d’ou x E P n -P. Le fait que 
-x E Q(r) nous permet d&ire --x = ai + Xi a2 + . + Ai a, oti les ai sont 
dans r(a), 1 5 i 5 m et les Xi sont dans A, 2 <j < m. 11 s’ensuit que 
x++z2+...+&z,= -al E -Q(g) c -P. D’autre part, comme Xf E P, 
2 5 j 5 m et aj E r(a) C P(O) c P, 1 < i 5 m, necessairement Ai a2 + 
+ A; awl E P. De plus, le fait que x E P entraine que -al E P. Done, 
-ui E P n -P qui est un ideal premier de A, ce qui est absurde. On conclut 
ainsi que P(c) est un ordre maximal de A. 
Ainsi, a partir dune signature (T de A on a construit un ordre maximal P(g) 
de A. Reciproquement, si P est un ordre maximal de A, on definit une signature 
up de A en posant, pour tout a E A*, gp((u)) = 1 si a E P et gp((u)) = -1 si 
a E -P. Les faits que P(g) n A’ = r(a) = Q(g) n A’ entrainent que ap(,) = aet 
montrons que P(up) = P. Pour ce faire, il suffit de demontrer que P c P(ap). En 
effet, soit x E P et supposons que x E A*. Alors cp((x)) = 1 done 
x E Q(~P) c P(op). Si x $ A*, nous allons tout d’abord supposer que 
XE-Q(op). Alors -x=ui+$u2+...+X~uM avec AjiEA, 2<j<m et 
Ui E P, 11. i 5 m done x++zz+... + Xi a, = -al E A’ et comme 
~p((-u~)) = -1 necessairement x + Xiaz + . . + Xi a, = -al E -P. D’autre 
part,X~u~+...+~~u,EPcarA2cPetP+PcPetcommexEP,alors 
x + Xi a2 + . + Xi a, = -al E P. Ceci montre que -al appartient a l’ideal 
premier Pn P, ce qui est absurde. Si x $! -Q(cJP) alors x E Q(ap) U 
P(q) = P(gp), ce qui demontre notre assertion. 
On a ainsi demontrt le resultat suivant: 
ThCorkme 3.5. Si A est un LG-unneuu tel que (A/M 1 2 3pour tout id&l maximal 
M de A et Sig(A) # 0, ‘I 1 existe une bijection entre les ensembles Sig(A) et p(A). 
Dans le cas ou Sig(A) = 0, on a le resultat suivant: 
Corollaire 3.6. Soit A un LG-unneuu tel que (A/M 1 > 3 pour tout id&al maximal 
M de A. Les conditions uivuntes ont kquivulentes : (i) Sig(A) = 0; (ii) -1 est 
une somme de cur&s dans A. 
En effet, les considerations ci-dessus nous disent que Sig(A) = 0 si et seulement 
si I’ensemble des ordres maximaux de A est vide et le corollaire suit alors du 
lemme suivant du a T.Y. Lam (cf. [I 11, Theorem 3.9): 
Lemme 3.7. Soit A un unneuu commututif d- Plkment unit& Alors l’unneau A a un 
ordre si et seulement si - 1 n ‘est pas une somme de cur&s dans A. 
Dans le corollaire 3.6, (i) + (ii) ne depend pas du fait que (A/M [ L 3 pour tout 
ideal maximal M de A. 
Comme on a montre au paragraphe 2 (Proposition 2.1) qu’il existe une bijec- 
tion entre les ensembles Sig(A) et Min( W(A)), on a le resultat suivant: 
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Corollaire 3.8. Si A est un LG-anneau tel que IA/M) 2 3 pour tout idkal maxi- 
mal M de A et Sig(A) # 0, 1 i existe une bijection entre les ensembles p(A) et 
Min( W(A)). 
Notes 3.9. (i) En identifiant l’ensemble ,u(A) des ordres maximaux de A avec le 
sous-espace Sper(A)“aX du spectre reel de A, on peut montrer, de faGon analo- 
gue a celle utilisee par M. Knebusch dans le cas semi-local (cf. [9]), que les bi- 
jections mentionnees dans le Theorbme 3.5 et le Corollaire 3.8 sont, en fait, des 
homeomorphismes. 
(ii) Le Theoreme 3.5 gtneralise le Theoreme 3.1 de (cf. [5]), lequel a ete de- 
montre dans le cas ou l’anneau de base est local avec 2 inversible dans A. 
4. LG-ANNEAUX ET EXTENSIONS DE GALOIS 
Soient A un anneau commutatif a Clement unite, W(A) l’anneau de Witt bili- 
niaire de A et W,(A) l’anneau de Witt quadratique de A (cf. [l]). Si A*dlsigne le 
groupe multiplicatif des elements inversibles de l’anneau A, on sait que A*/Ak2 
est un 2-groupe, c’est-a-dire un groupe abelien ou tout Clement est d’ordre 2. 
11 s’ensuit que si p 2 3 est un nombre premier, l’algebre Z/PZ[A*/A*~] du 
groupe A*/A*2 $ coefficients dans le corps Z/pZ est un anneau rtgulier au sens 
de Von Neumann (cf. [lo], Theorem 26 of Part II). On sait qu’il existe un 
morphisme surjectif d’anneaux Z[A*/A*2] + W(A) (cf. [3]) done par ten- 
sorisation ce morphisme nous fournit un morphisme surjectif d’anneaux 
Z/pZ[A*/A*‘] -+ W(A)/pW(A), ce qui nous montre que l’anneau 
W(A)/p W(A) est aussi regulier au sens de Von Neumann. Or, un anneau 
commutatif de Von Neumann n’a pas d’eltments nilpotents autres que 0, d’ou 
Nil(W(A)I PWA)) = (01, oti Nil designe le nilradical (cf. [2], Chapter II, 
9 2.6). Ce resultat nous suggere le lemme suivant: 
Lemme 4.1. Soient A un anneau commutatifh tlkment unit6 et p > 1 un nombrr 
impair. Si Nil( W(A)/pW(A)) = {0}, alors NiZ( W,(A)/pW,(A)) = (0). 
En effet, considerons le morphisme d’anneaux 0 : W,(A) 4 W(A) defini par 
x+-+6x, ou b, designe la forme bilineaire symetrique associee a x. Si 7r : 
W(A) -+ W(A)/pW(A) dtsigne le morphisme canonique, on a Ker(n o /3) 
1 Ker(P) + P W,(A) avec 8Ker(/3) = 0. Montrons que, en fait, on a ici l’bgalite 
Ker(rr o /3) = Ker(/3) +p W,(A). En effet, il existe des entiers r, s dans Z tels que 
8r +ps = 1, done si x E Ker(r o /3) on a p(x) E pW(A), c’est-a-dire, il existe 
z E W(A) tel que /3(x) = pz et la relation z = 8r.z + psz nous dit que z E Im(/3), 
car 82 = bEs @ z = /3(& RZ), E8 etant la matrice de kfilnor (cf. [l], page 21). 
11 existe ainsi un element x’ E W,(A) tel que z = ,B(x’), a savoir, x’ = 
rE8 @ 2 + sx. 
L’assertion ci-dessus s’ensuit. 
Soit maintenant x E W,(A) tel que xm E pW,(A) pour un entier m 2 1 
convenable. Comme Nil( W(A)/p W(A)) = {0}, on a x E Ker(7r o p), done 
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x = x0 + xi avec x0 E Ker(f3) et x1 E pW,(A), d’od 8x = 8x1 E pW,(A) et 
comme les nombres entiers 8 et p sont premiers entre eux, ntcessairement 
x E p W,(A). Ceci nous montre que NiZ( W,(A)/p W,(A)) = (0). 
Notons qu’il n’est pas vrai, en general, que pour un nombre impair p > 3, les 
anneaux W(A)/p W(A) et W,(A)/p W,(A) soient sans elements nilpotents 
autres que 0. 
Exemple 4.2. Sip 2 3 est un nombre premier, pour tout entier m 2 1 le nombre 
pm est impair et il est evident que l’anneau quotient W,(R)/p”W,(R) = 
W(R)/pmW(R) = Z/pmZ a un nilradical non nul pour m 2 2. Ceci nous 
montre que le Lemme 11.6, Chapitre V de [l] est en defaut pour un nombre 
p 2 3 impair. 
Soit done A un LG-anneau et designons par (u) I’image d’un Clement a dans A* 
via le morphisme canonique de groupes abeliens A’ + A*/A *2. On sait (cf. [3], 
Chapitre III, Theoreme 1.3) que l’anneau de Witt bilineaire W(A) (resp. l’an- 
neau de Witt quadratique W,(A)) est additivement engendre par les symboles 
(a) pour a parcourant A* (resp. si 2 E A*). 
De meme, si [l, 61 designe l’espace quadratique binaire avec 1 - 4b E A*, on sait 
(cf. [3], Chapitre II, Thioreme 4.4) que le groupe de Witt quadratique W,(A) est 
additivement engendre par les symboles (a) @ [ 1, b] si 2 $ A*. Le lemme suivant 
se demontre comme dans [ 11, Chapitre V, Lemme 11.5: 
Lemme 4.3. Si A est un LG-antzeau, tout Pkment x dans W(A) (resp. duns 
W,(A)) vPrzjie une relation de luforme 
xnj + Cm-IX m-‘+...+Crxr=O 
ozi cj E Z(r < i 5 m) 
Rappelons que si A est un anneau commutatif a element unite et A -+ B une 
extension de Galois de A de groupe G, alors G opere sur l’anneau W,(B) comme 
suit. Pour chaque A-automorphisme g E G de B, on a un automorphisme 
g* : W,(B) + W,(B) (resp. g* : W(B) + W(B)) qui est l’identite sur W,(A) 
(resp. W(A)). De facon explicite, si (E, q) est un B-espace quadratique on deii- 
nit g(E, q) = (Eg, qg) oti Eg = E en tant que groupe abtlien, sa structure de 
B-module etant definie par c o x = g -’ (c)x pour c parcourant B et x parcourant 
Eg, la forme quadratique q” : E --f B Ctant definie par qg(x) = g(q(x)) pour 
tout x dans Eg. De meme, pour tout espace bilineaire (E, b), on definit (Eg,bg) 
de facon analogue. Le lemme suivant est bien connu (cf. [l], Chapitre V, 11.4): 
Lemme 4.4. Soient A un anneau commutatifci Plkment unit6 et A -+ B une ex- 
tension de Galois de A degroupe G. Si i* : W(A) 4 W(B) et i* : W,(A) ---f W,(B) 
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dksignent I’extension de i : A 4 B aux anneaux de Witt et [B : A] le degrC de 
l’extension A -+ B, on a 
[B : A] W(B)G c i*( W(A)) et [B : A] Wq(B)G c i*( W,(A)). 
Par la suite, now allons demontrer le theoreme suivant: 
ThCor&me 4.5. Soient A un LG-anneau et B une extension de Galois de A de 
groupe Get de degrk impair. Alors W(A) = W(B) G et W,(A) = W,(B) G. 
On remarque, tout d’abord, que si A est un LG-anneau si Best une extension de 
Galois de A alors B est aussi un LG-anneau. En effet, si B est une extension de 
Galois de A alors B est un A-module projectif de type fini done un A-module 
libre de type fini (cf. [12]) et ceci entraine que B est entier sur A done B est un 
LG-anneau (cf. [4]). 
Comme B est une extension de Galois de A de degre impair, le Theoreme 6.9, 
Chapitre V de [l] (valable pour les LG-anneaux) nous dit que les morphismes 
naturels i* : W(A) + W(B) et i* : W,(A) + W,(B) sont injectifs. Si l’on iden- 
tifie W(A) (resp. W,(A)) 6 un sous-anneau de W(B) (resp. W,(B)) via i’, on a 
aussi W(A) c W(B)G et W,(A) c Wq(B)G. Le Lemme 4.3 nous dit que 
W(B)G (resp. Wq(B)G) est entier sur W(A) (resp. W,(A)) et d’apres le Lemme 
4.4, W(B)G/ W(A) et Wq(B)G/ W,(A) sont des groupes abeliens avec [B : A]- 
torsion. Si ces groupes quotients n’etaient pas nuls, ils auraient de la p-torsion 
pour un entier premier impair p 2 3, ce qui contredit le lemme suivant (cf. [7], 
Lemme 2.8): 
Lemme 4.6. Soient A et B deux anneaux commutat$ A c B et B entier sur A et 
p > 2 un nombrepremier. (i) Si Nil(B/pB) = (0) et si le groupe abtlien B/A n’a 
pas de p-torsion, alors NiZ(A/pA) = (0). (ii) Si B n’a pas de p-torsion et 
NiZ(A/pA) = {0}, alors B/A nhpas dep-torsion. 
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